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MmnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych navzdjem ruznych predméti
m naSeho mysleni (které se nazyvaji prvky) do jednoho celku M.

Russeluv paradox: Méjme mnozinu L véech mnozin. Déle méme K mnozinu
takovou, ze m¢gm. Je K prvkem K7 Tedy takto postavena teorie mnozin
obsahuje spor.

Cantor pak zakdazal strkdani mnozin do mnozin.

Richardsiiv paradox: Bud m piirozené éislo, které nelze definovat méné nez
tticeti ceskymi slovy. Zakézalo se, aby se vyrok vyjadfoval o sobé, postaveni
matematického jazyka.

e Pismena malé abecedy pro mnoziny

e Bindrni predikaty €, =

Logické spojky A, V,=, <, -

Symboly pro kvantifikdtory Vv, 3

e Pomocné symboly (zdvorky)

Pouzivaji se zkratky.

Formule

e (z €y),(z =y) jsou atomické formule.

o Jsou-li vyrazy ¢ a ¢, pak i (9 AY), (¢ VY), (¢ =), (¢ & ¥) a—p
jsou formule.

e Je-li  proménnd pro mnoziny a ¢ formule, pak vyrazy (Va)e a (3x)¢
jsou formule.

e Kazda formule vznika konecnou aplikaci téchto pravidel.

Rikéme, 7e vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vdzang, je-li soucasti néjaké
podformule tvaru (Vz)p ¢ (3z)p. Neni-li viazany, pak se nazyva volng.

Proménnd z je vdzand ve formuli ¢, mé-li v ni vdzany vyskyt. Proménna
x je ve formuli ¢ volnd, ma-li v ni volny vyskyt.

Je-li formule ¢ a x1,z9,..., 2z, jsou v ni volné, pak tuto skute¢nost zapisu-
jeme jako p(x1,T2,. .., Tm).
Substituce — méjme formuli ¢(z1,x2,...,zy). Pak znaéi formuli, kterd

vznikne z ¢ takto:

e Kazdy volny vyskyt nahradime pfislusnou proménnou.



e Kazdy vazany vyskyt nahradime jinym, nepouzitym pismenem.

Formule, kde jsou vSechny vyskyty vSech proménnych vazané se nazyva
uzaviend.

1 Axiomy teorie mnozin

e Axiom existence: (3z)(z = x) — existuje alespon jedna mnozina.

e Axiom extensionality: (Vu)((u € z) < (u € y)) = = = y — mnoziny,
které maji stejné prvky, jsou stejné.

e Schéma axiomu vydéleni: Je-li ¢(x) formule, ktera neobsahuje volnou
proménnou z, potom formule (Va)(32)(Vz)((x € 2) < ((z € a)Ap(x)))
— je axiom teorie mnozin, ktery nazyvame axiomem vydéleni pro .
(Filtrovéni)

e Axiom dvojice: (Va)(Vb)(3z)(Vx)((x € 2) & ((x = a) V (x = b))) —

Libovolné dvé mnoziny tvori dvouprvkovou mnozinu.

e Axiom sumy: (Va)(32)(Vz)((z € 2) & (Fy)((xz € y) A (y € a))) —
Ke kazdé mnoziné existuje mnozina vSech prvka, nélezejici néjakému
prvku mnoziny a.

e Axiom potence: (Va)(3z)(Vz)((z € z) & (x C a)) — Ke kazdé mnoziné
existuje mnozina vSech podmnozin.

e Schéma axiomu nahrazeni: Je-li ¢(u, v) formule, ktera neobsahuje volné
proménné w a z, potom formule (Vu)(Vv)(Vw)((p(u,v) A o(u,w)) =
(v =w)) = (Va)(Fz)(Vv)((v € 2) & (Fu)((u € a) A p(u,v))) je axio-
mem teorie mnozin. Zobrazeni na mnozinu.

e Axiom nekonecna: (3z)(0 € z) A (Vz)((z € 2) = (x U {z} € 2)) —
existuje nekoneéna mnozina.

e Axiom fundovanosti/regularity:

(Va)((a # 0) = Bz)((z € a) A (zNa =10)))

1.1 Axiom extensionality

Kdyz maji mnoziny stejné prvky, pak jsou stejné. Staci implikace, druhy
smér plati z logiky.

(Priklad s kralikdrema a hasicema, ktery jsou stejny.)



Rikdme, ze mnozina x je podmnoZinou mnoziny y (x C y), jestlize plati,
(Vt)(t € x = t € y). Rikdme, ze z je vlastni podmnozZinou (z C y), pokud
plati (x Cy) A (z # ).

Lemma 1 VZdy plati, Ze

ez Cx

e —(zCux)

e (zCyNnyC2)=(xC2)
o (zCynyCz)= (zC=2)
o (zCyNyCz)= (zC2)
e (1CyNfCz)=(xrC2)
e (xCyAyCux)=(x=y)

1.2 Schéma axiomu vydéleni

Nesmi obsahovat volné proménné, aby nedochézelo ke sporum, napi. kdy-
bychom si zvolili p(z) 1= z¢z.

Mnozina z je axiomem vydéleni pro ¢ urcend jednoznacné. Plyne z axiomu
extenzionality.

1.2.1 Specialni volby ¢(z)
o o(x) =z €b— z je prinik, znaci se aNb.

o o(x) = x¢b — z je rozdil, znadi se a\b.

e o(x) :=x#x - 2 je prdzdnd mnoZzina, (. Jeji existence dokdzéna z
axiom.

(V) (x¢0)
Rekneme, ze mnoziny a, b jsou disjunktné, pokud a Nb = 0.

Lemma 2 e —(Jy)(y €0)
o (Vo) C )

ez Chlex=0



Véta 1
—(32)(Vz)(z € 2)

Dukaz:

Sporem. Necht tedy existuje. Uvazujme formuli p(z) := z&€z. Mame podle
axiomu vydéleni pro ¢ mnoZinu z,. Podle pfedpokladu 2z, € z,. Z toho
vyjde spor, tedy puvodni predpoklad neplati.

(Paradox puvodni teorie mnozin, zde jen zabranuje existenci nékterych mnozin.)

1.3 Axiom dvojice

Jsou-li a,b mnoziny, pak mnozinu sestdvajici z prvki a,b nazveme neu-
sporddanou dvojici mnozin a,b a znacime ji jako {a,b}.

Nic nezakazuje mit a = a, pak ovéem {a,a} = {a}, jednoprvkovd mnozina.

Lemma 3 e {z}={yte =y
e {a}={z,yter=y
o {z,y}={u,v} e (z=ury=v)V(z=vAy=u))

Uspotddand dvojice mnozin a,b je mnozina {{a}, {a,b}}, znac¢ime ji jako
(a,b).

Lemma 4 (a,b) = (u,v) < (a =uAb=v).

k € NT a aj,as,...,a; jsou mnoziny. Potom usporddand k-tice vypadd
takto: (a1) = ai, (a1,a2,as,...,ax) = ((a1,a2,as,...,ax_1),ax).

1.4 Axiom sumy
Zplostuje jako v perlu. Znaéf se | Ja nebo {y|y € b}
Lemma 5 Bud a = {b,c}. Pak|Ja={zlr €bVz € c}.

Znagime to bU ¢ a fikdme tomu sjednocent.
Neusporddand k-tice je
{a,b,c} = {a,b}U{c}

{al,ag, - ,ak} = {al,ag, ... ,ak,l} U {ak}

Pro neprazdnou mnozinu a mame prunik (a = {z|(Vb)(b € a = x € b)}.



1.5 Schéma axiomu nahrazeni

1 je funkce (to je ta prvni podminka). Tento axiom potom fiké, ze existuje
obraz mnoziny.

w je zakazané, aby nebyl problém pri substituci, z déla problémy jako u
axiomu nahrazeni.

a, b jsou mnoziny. Kartézsky soucin a X b mnozin a,b je mnozina a X b :=
{{u,v) |u € a Av € b}. Existence se dokaze postupnym ,poskldddnim* tieba
z fadka.

Drukaz:

Zvolme (zafixujme) y € b. Definujme ¢ (z,v) < v = (z,y). Potom 1) spliiuje
podminku axiomu nahrazeni. (¢ (z,v) AY(z,w) = v = (z,y) \w = (z,y) =
v = w) Pouzijeme ¢ na mnozinu a a zjistime, ze {(x,y) |x € a} je mnozina
hy. Ted jiz pro obecné y definujeme '(y,hy)). Opét spliuje podminku
axiomu nahrazeni a tak ji pouzijeme na b. Dostaneme, ze |J{hy|y € b} je
mnozina a znacéime ji {(u,v) |u € a Av € b}. Ted jesté formédlné dokdzat, ze
(x,y) je prvkem a X b a nic jiného neni. ..

Bindrni relace je mnozina R, jejimiz prvky jsou uspotradané dvojice.

Definiéni obor relace dom(R) (puvodné df (R)) {z|(Jy) ((z,y) € R)}.

Obor hodnot rng(R) (puvodné sug(R)) {y|(3z) ((z,y) € R)}.

Oboje z toho je mnozina a R C dom(R) x rng(R).

Inverzni relace R™! {(y, z) | (x,y) € R}.

Jsou-li R, S relace, pak sloZent relaci SoR je relace {(z, z) | (Jy) ((x,y) € RA (y,z) € 9)}.
Skladani relaci je asociativni a (SoR) ™' = R~1o §71,

Mnozina f se nazyva funkce, je-li f relace, pro kterou plati
(Vo € dom(f)) (y € rng(f) Ny € rng(f) A(w,y) € fA () €f) = y =

/

Y.
Znaceni f : A — B oznacuje, ze f je funkce, A = dom(f),rng(f) C B. Je-li
f+ A— B funkce, x € a, pak f(x) oznacuje jediné y € B, (z,y) € f.

f:A— B,C C Apotom zuzeni f | C = fN(C x B).

Obor mnoziny C je obor hodnot tohoto zuzeni. Nékdy se zapisuje predpisem

jako f = (f(z)|x € C).
TODO: J& tu mdm, Ze je to méco jiného f” = (f(z)|x € C)
Funkce f : A — B se nazyva prostd, je-li f~! funkce.

f A — B se nazyvé surjektioni, je-li B = rng(f).



f: A — B se nazyva bijekce, je-li soucasné prosta a surjektivni.

Ostre usporddand mnozina je dvojice (a,r), kde a je mnozina, r Caxa
a r spliiuje nésledujici pro Vz,y, 2.

o ((z,y) erN(y,z) €r)= (x,z) € r (Tranzitivita)

o (x,z) ¢&r (Antireflexivita)

Ostré usporadani nazveme linedrnd, jestlize (Vr,y € a) ((x,y) € rV (y,x) € rVx =1y).
Jestlize neni linearni, pak existuji r-neporovnatelné prvky.

Jestlize R, S jsou relace, R C a X a,S C b x b, pak fekneme, Ze dvojice
(a, R) je izomorfni s dvojici (b, S), pokud existuje bijekce f : a — b ta-
kova, ze (Vx,y € a);(x,y) € R < (f(z), f(y)) € S. Zobrazeni f se nazyva
tzomorfizmus.

Méjme (a,r) usporddanou mnozinu, x,y € a. Budeme pséit, ze zry <
(x,y) € r nebo z <y < (x,y) €.

Je-li r uspofadani a a m C a, fekneme, ze x € a je nejmensi prvek
mmnoziny m, pokud pokud z € m A (Vy)(y € m =z =y V ary).

Rekneme, ze usporadani r na mnoziné a je dobré, jestlize kazdd neprazdné
m C a ma nejmensi prvek.

Pozndmka:
Kazdé dobré usporadani je linearni.

Dikaz:
Zvolme z,y € a,z # y, polozme m = {z,y}. Madme m neprazdné, tedy m
obsahuje nejmensi prvek, tedy prvky x,y jsou porovnatelné.

Je-li {a,r) usporddand mnozina a = € a, pak budeme znacit (+—, x) mnozinu
{y;y € a ANyrz} a nazyva se poédteéni iusek uréeny prvkem x. (<, x)
budeme uvazovat s usporadanim r.

Lemma 6 Je-li (a,r) dobre uspordidand mnozina a x € a, potom {(a,r) nent
izomorfnd s ((<—,x),r).

Dikaz:

Sporem. Necht mdme izomorfizmus f : a — (+, z). Ozna¢me m = {y € a|f(y) # y}.
m # (), protoze se nékam musi zobrazit . Mnozina a je dobfe usporadana,

tedy (3t € m), Ze t je r-nejmensi prvek mnoziny m. Tedy, f(t) # t a

(Vv € a) (vrt = f(v) =v).



Tedy, mame dvé moznosti: f(t)rt. Polozime v = f(t), mame vrt, tedy v # t.
Protoze vrt, pak f(v) = v, tedy, neni to prosté. Druhd moznost je, ze trf(t).
t € (+,z). Kdykoliv v € a,vrt, f(v) = v # t. (Pfed t jde vSechno dolu.)
Kdykoliv v € a,trv, zachovava usporadani, f(t)rf(v), f(v) # t. f(t) # t,
tedy f neni surjektivni.

Lemma 7 Jsou-li {a,r),(b,s) dvé izomorfni, dobie uspordidané mmnoZiny,
pak mezi nimi existuje jediny izomorfizmus.

Drukaz:

Sporem. Predpokladejme, ze f, g jsou dva rizné izomorfizmy. Mnozina m =
{yly € a N f(y) # g(y)} je neprazdna. a je dobfe uspofddand, potom m ma
nejmensi prvek ¢t. Kdykoliv yrt, je f(y) = g(y), ale f(t) # g(¢).

Méme 2 piipady. f(t)sg(t) a naopak, oba jsou prevoditelné preznacenim.
Piedpokladejme tedy, ze f(t)sg(t). Musi ale existovat néco, co se v g zobrazi

na f(t), tedy g(yo) = f(t), ale dle izomorfizmu ygst, ale pak f(yo) = g(yo),
tedy g neni prosté.

Véta 2 Bud {(a,r),(b,s) dvé dobfe usporddané mnoZiny. Pak nastdvd prdvé
jedna z nasledujicich moznosti:

e (a,r) je izomorfni s (b, s)

e Jdx € a, Ze ((«,x),r) je izomorfni s (b, s)

e Jr €b, ze ((+,x),s) je izomorfni s (a,r)

Dikaz:
Znacme a je izomorfni s b jako a = b.

fi={{v,w)|v e a,webA ((+,v),r) = ((+,w),s)}

Méme f C a x b. f je tedy dle vydéleni mnozina, f je zobrazeni. (v, w) €
fy(v,w')y € f.Z lemma 1 w=w'.

f je prosté zobrazeni (jen se to vezme pozpatku).
fi f~! zachovava uspofadani, ziejmé z definice.

Toto zobrazeni je zminény izomorfizmus. Jen je potfeba dokdazat, ze tam
padle alespon celd jedna mnozina. Vezmnéme si tedy nejmensi prvek, ktery
netvoii izomorfizmus v kazdé mnoziné, prvky o, I.



Aby nenastal ani jeden z piipadu, musi byt jako o, tak [ definovany. Mame
ty dva pocatecni useky a jejich hranice. Ale hranice se na sebe daji zobrazit.

2  Ordinaly

Mnozina x se nazyva tranzitivni, jestlize plati (Vy)(y € z = y C z), nebo
ekvivalntne (Vy)(Vz2)((y e x Az € y) = z € x).

Mnozina x se nazyva ordindl, je-li tranzitivni a dobfe usporadand pomoci
SH

Véta 3 (O ordindlech) 1. Je-li x ordindl a je-liy € x, pak y je ordindl
ay=((+,y),€).

2. Jsou-li x,y ordindly a x =y, pak x =y
3. Jsou-li ¢,y ordindly, pak plati prdvé jedna z ndsledujicich moznosti:

e cy
s ycux

[ ] ZL':y
4. Jsou-li x,y,z ordindly, t EyAy € z=1x € z

5. Je-li C # () mnozina ordindli, pak (3z € C)(Vy € C)(zx € yVx =y).

Dikaz:

1) x je ordindl, dokdzeme, Ze y je tranzitivni. Zvolme libovolné t € y, z € t,
vime, ze x je tranzitivni. ¢t € y Ay € x. Protoze x je tranzitivni, t € x. x je
tranzitivni, proto z € x.

Tedy y,z,t € z,t € y,z € t. € je usporddani na z, tedy z € y.

Na mnoziné y je relace € uspoiddani. Necht tedy u, v, w € y. Pfedpoklddejme,
7ze u € v,v € w. x je tranzitivni mnozina a y € x, pak i u,v,w € x. Mnozina
x je relaci € uspordadand, pak u € w.

(y, €) je dobie uspofdadand. Bud C Cy, C # 0. y e z, WVt € C)(t € y),
tranzitivni, C' C x,C' # O\ (x, €) dobfe uspoiadand, existuje u € C nejmensi
prvek mnoziny C, tedy ma nejmensi prvek v C' C y.

xz ordindl, y € x. t € ((+—,y),€) = tE€y.

2) Necht z,y ordindly a existuje izomorfizmus h mezi nimi. Kdybychom
meli, ze y = {z|z € z}, pak to jen znamend, ze x = y.



Aley = {h(2)|z € x}. Vezméme sim = {z|z € x A h(z) # z}. Chtéli bychom,
aby byla prazdna.

Necht tedy m # 0. ProtoZe x je dobie uspofadand, tak mnoZina m m4
nejmensi prvek ¢. Kdykoliv z € ¢, pak h(z) = z. h(t) = {h(z);z € t}. Tedy,
nelisi se v zddné své podmnoziné. Spor s tim, ze se lisi.

3) Méjme z,y dva ordindly. Podle véty o dobfe usporadanych mnozinach
bud = = y = x = y. Nebo je izomorfni s poc¢dtecnim usekem (bud jednim
nebo druhym smérem), tedy se s nim opét rovna.

4) z je ordindl, tedy tranzitivni mnozina, y € z a x € y, tedy = € z.

5) Mégjme C # () mnozinu ordindlu. Existuje ¢ € C, vybereme libovolné.
Pokud plati, ze (Vy € C)(y =tV t € y). Potom je t nejmensi prvek mnoziny
t. Pokud plati, ze (Jy)(y € C Ay € t). Pak vezmum ={y € C;y €t} #0. ¢
je ordindl, tedy existuje x nejmensi prvek mnoziny m a x je nejmensi prvek
mnoziny C.

Véta 4
—(3z)(Vz)(x je ordindl = x € 2)
Tedy, neexistuje mnozina vsech ordinala.

Dukaz:
Sporem. Kdyby existovalo, tak z je tranzitivni, dobfe uspoiradand, tedy z je
ordinal a tedy obsahuje sam sebe. Pro zadny ordinal neplati, ze x € x.

Lemma 8 Je-li a mnoZina ordindli a plati-li (Vx € a)(Vy € x)(y € a), pak
a je ordindl.

Dikaz:
a je tranzitivni. Kazdé dva ordindly lze porovnat dle véty o ordindlech.
Antireflexivita 3), tranzitivita 4) existence nejmensiho prvku 5).

Véta 5 (Véta o izomorfizmu dobie uspoirddané mnoziny a ordindlu)
Je-li {a,r) jakdkoliv dobfe usporddand mnozina, pak existuje pravé jeden or-
dindl ¢ tak, ze (a,r) = (c, €).

10



Dikaz:

Jednoznaénost: Bud ¢, d ordinaly, predpokladejme, ze (a, r) = (c, €)A{a,r) =
(d, €). Slozime a dostdvame, ze (c, €) = (d, €). Podle véty o ordindlech jsou
si rovny.

Existence: Polozme b = {ele € a A (3z)(x je ordindl A (z,€) = ((«,e),r))}.

Definujme f(a) = z, x jeordindl a ((+—,a),r)) = . Je-li ¢ formule ((+—, a), 7))
x, pak z axiomu nahrazeni pro ¢ je ¢ = rng(f) mnozina. Tedy f je izomorm-
fizmus b — ¢ a ¢ je ordinal diky lemma 3.

Pokud b = @ méme hodotovo. Pokud a\ b je nepraznd mnozina, pak mé diky
dobrému uspotadani (a,r) nejmensi prvek by. Plati ((<—,b1),7)) = (b,7)) =
(¢, €)), tedy f(b1) = ¢ podle definice b, tedy b; € b spor.

(]
Je-li (a,r) dobfe uspoiddand mnozina, typ (a,r) je jediny ordindl c, ze
(a,r) = c.

Ordinaly budeme znac¢it malymi feckymi pismeny.

a<feacha<lps(acphVa=p)

Je-li X mnozina ordindli, ozna¢me sup X = |J X. Pokud X # (), oznac¢me
min X =) X.

Lemma 9 1. Pro ordindly o, B,a < B < a C .

2. Je-li X mnozina ordindlu, pak sup X je nejmensi ordindl, ktery vétsi
nebo roven viem prvkum mnoZiny X.

3. Je-li X neprdzdnd mnoZina ordindlu, pak min X je nejmensi prvek
mnoziny X.

Dukaz:
1) trividlni.
2) JX je mnozina. Z axiomu sumy.

J X je tranzitivni mnozina. Je-li z € |JX a y € z, pak ze sumy 3t € X, ze
x € t atje ordinal. Diky tranzitivité y € ¢t a opét diky sumeé y € |J X.

U X je ordindl diky lemma 3.

J X je vétsi nez vSechny ordinédly z mnoziny X. Zvolme libovolné t € X.
Podle véty o ordindlech 3) je bud ¢t = [JX V¢t € |JX coz chceme nebo

JX €t, ale v tom piipadé | JX € tAt € X az axiomu summy X € |J X,
coz je spor s tim, ze |J X je ordinal.
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J X je nejmens{ horni mez. Necht ¢ € |J X je libovolné, ukézeme, Ze t neni
horni mez. Podle axiomu sumy Jdy € X, zé t € y. Tedy toto y je svédek, ze
t neni horni mezi.

3) (N X je mnozina. Z axiomu vydéleni.

(X je ordindl. Je-li ¢ € (| X pro libovolné = € () X, pak ¢ je ordindl a t € z,
proto diky lemma 3 je () X ordindl.

()X je mensi nez viechny prvky z X. Z definice ).

X € X. X je neprdznd mnozina ordindlu. Podle véty o ordindlech 5) ma
nejmensi prvek y. Dokazi, ze y = [ X. y je nejmensi prvek X, tudiz pro
z € X,z #yjey € x. Pro kazdy yp € y tedy z tranzitivity yo € z tedy
yo € (1 X. Proto y C [z, opacnd inkluze je zjevna tedy [ X = y.

Pro ordinél « je ordindlni ndslednik ordindl S(a) = a U {a}.

Lemma 10 o Je-li a ordindl, pak S(«) je ordindl.
e a< Sa)

e (VB)B < S(a) & B<a

Ordindl « se nazyvé izolovany, pokud 353, ze o = S(f) nebo a = 0.
Pokud « # 0 neni izolovany, pak se nazyva limitni.

Ordinél « je prirozené éislo, jestlize (VB)(8 < a = f je izolovany).

2.1 Axiom nekonec¢na
(Fz)(@ €z A (Vy)(y € x = S(y) € x))

Tato mnozina urcité obsahuje vSechna piirozend ¢isla.

Diukaz:

Tézky. Sporem. Méjme n € N A n¢x libovolné. n je pfirozené tudiz Imn =
S(m) a'm je ordinédl. Pokud m € x, tak spor s vlastnosti x. Pokud m¢zx. n je
ordindl proto mnozina {I|l € n A l¢x} méa nejmensi prvek n;. ny = S(my),
ale m; € x. Spor s definici z.

Tedy, muzeme vydélit mnozinu vsech pfirozenych ¢isel. Oznaéme ji w.

w je ordinal, nebot je tranzitivni mnozinou ordinli.
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Poznamka:
Vsechny ordinaly mensi nez w jsou izolované, zatimco w je limitni ordinal
(Kdyby ne, pak by w € w). Tedy, w je nejmensi limitni ordinal.
Véta 6 (Peanovy axiomy teorie pfirozenych Cisel) 1. 0 ew
2. (Vn € w)(S(n) € w)
3. (Yn,m € w)(n #m = S(n) # S(m))

4. Axiom indukce:
Vz)(z Cw=0czA(Vn)(nex=S5n)€cx)=>r=w

Dikaz:
U néas vynechal. Prvni az tieti plyne z véty o ordinalech.

Ctyika sporem. = # w, tedy w\z # 0, w je ordindl, tedy existuje n € w\z, n
je nejmensi prvek mnoziny w\z. Nastavaji tyto moznosti:

e n = (0 — spor s jednickou

e n = S(m) pro ngjaké m, m € z, spor s dvojkou.

Bud a, 3 ordindly. Ordindlni soucet o+ 3 je typ (a x {0} U B x {1}, R),
R je lexikografické uspotadéni zprava.

Lemma 11 Pro libovolné ordindly o, B,y plati:

e a+(f+7)=(a+p)+y
sat+0=a

e a+1=5(a)
a+S(B)=S(a+p)

Je-li B limitnd ordindl, pak o + B = sup {a + £|¢ < 5}

Drukaz:
7 definice. Stac¢i ukazat izomorfizmus rovnost z toho plyne.
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Nemusi obecné platit, ze je s¢itani komutativni. pt 1 + w # w + 1 protoze
N # NU {oo}.

Bud «, 8 ordindly. Ordindlni souéin o -3 = (8 X o, <ppx)-

Lemma 12 Pro libovolné ordindly «, B,y plati:

o a-(B-7)=(a-f)v

e a-0=0

o a-1l=q«

ea-SP)=a f+a

o Je-li B limitni ordindl, pak o - B = sup{a- &€& < B}
a-SP)=a-f+a

a-(B+y)=a-Bt+a-y

Neni obecné komutativni. pf. w- 2 =w4+waw-2=w

2.2 Kardinaly

Bud'te a,b mnoziny. Reknéme, ze mohutnost mnoziny a mensf nebo rovno
mohutnosti mnoziny b, pokud existuje prosté zobrazeni a — b. a < b.

Reknéme, Zze mohutnost mnoziny a je rovna mohutnosti mnoziny b, pokud
mezi nimi existuje bijekce. a = b.

Rikdme, ze mohutnost mnoziny a je ostfe mensi nez mnoziny b, pokud a <
bAa % b, znacime a < b.
Lemma 13 1. r=~zx

2.rmRy=y~=cx

3 (rmyNymz)= a2z

4. x X x

5. rxyNysz)=r<xz2

Dukaz:
1., 4. za zobrazeni zvolime identitu

2. 3. inverze a slozeni bijekci je bijecke

5. napojeni zobrazeni
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Véta 7 (Cantor-Bernstein)

(agxbANb<a)=a=Db

Dukaz:
f je prosté a — b, g je prosté b — a.

Pokud je jedno z nich na, tak je hotovo. Tedy predpokladejme, ze tomu tak
neni.

TODO: Tady schadazi obrdzek

Definuji ag = a, byp = b, an+1 = g[bn), bnt1 = flan], aw = N {ann € w},
by = {bn|n € w}.

Vsimnu si, ze f() je na agg, prostd a g() je prostd na boy.

Definuji h : a — b takto:

e h(z) = f(z) pro z € a, UJaz, \ azn+1

e h(x) =t pro to jediné t takové, ze g(t) = z pro x € |Jazn—1 \ azn
dom(f) = a. Méjme x # y rozlisim piripady podle do jakého a; padnou a
pak je to trividlni.
f() je bijekce. Zv1ast v lichych a sudych ax. V a,, je na, protoze jinak by to
bylo spor s definici ay,

Bud A mnozina. Pokud lze A dobie uspoiadat, bud |A| nejmensi ordinal «,
pro ktery A =~ « a nazveme ho mohutnosti mnoZiny A.

Ordindl « se nazyva kardindl, pokud a = |af.

Ordindl « je kardindl < (V3) (8 < a = [ % «).

Lemma 14 Budte o, 3 ordindly. Je-li |a| < 8 < a = |8| = |a].

Dukaz:
BCa=p<a

Ale a ~ |a] a |a| C 3, tedy a < 5. Uz jen pouzijeme Cantor-Bernstein.
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Lemma 15 Je-lin € w, pak

1. n#n+1 - dikaz indukci.

2. Va)(a = n — a=n) — minulé lemma a 1.

Drukaz:
w je kardindl a kazdé n € w také.

Mnozina A je koneénd, pokud |A| < w. Mnozina A je spoéetnd, pokud
|A| < w. Pokud A neni spocetnd, pak je nespoéetnd.

Lemma 16 KazZdy nekoneény kardindl je limitni ordindl.

Dikaz:
Necht x je nekoneény kardindl a pro spor piredpoklddejme, Ze k = o + 1.
Protoze « je nekoneény ordindl, pak a+1 = a. |k| = |a+ 1| = |1 + a| = |a].

Kdyby k = |k| = |a|. Spor, a < k.

2.2.1 Scitani a nasobeni kardinalua
Jsou-li k, A kardindly, pak
k®A= |k x {0} UXXx {1}
KR AX= |k XA
@, ® jsou komutativni.
Lemma 17 Pron,m € w:

ndon=n+m<w

mm=mn-m

Dukaz:
Staci dokazat indukci, Ze n ®m < w,n ® w < w. Zbytek plyne z lemma 9.

Obdobné n-0=0<w,n-l=n<w,n-S(m),n-m+m < w.
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Véta 8 Je-li k nekonecny kardindl, pak kK @ k = k.

Dikaz:
Necht k = w. Zobrazeni f : w x w — w definované predpisem f ({(n,k)) =
2"(2 -k + 1) — 1. Toto zobrazeni je prosté ale i na, takze je to bijekce.

Necht x > w. Piedpoklddejme, 7e w < A < k = |\ x A\| = \. Zobrazen{
g : k — k X k definované predpisem g(a) = (o, 0) je prosté, tedy k < k X K.

Mnozinu & X k uspordaddme mazximo-lexikograficky: o, 3,7v,9 € k (o, B) <
(7, 0) jestlize max {«, B} < max {7, 0} nebo max {«, f} = max{v,d} a(«, 3)
je mensi lexikograficky nez (v, d).

Na mnoziné k X k je dobré uspotraddni. Typ takové mnoziny je < k. Dukaz
sporem. Predpoklddejme, ze je vétsi. Tedy typ je a > k. Pak musi byt
néjaky pocatecni usek uréeny dvojici (y,0) izomorfni s k, ale ten je diky
predpokladu izomorfni s maxz(v, d). Spor.

Jesté dukaz predpokladu. Sporem, tedy (IN) (W < A< KANX A #N). Z
prvni ¢asti je jasné, ze X # w. Tedy méjme nejmensi \g pro které toto plati.

Pro Xg, ale plati predpoklad a tedy muzeme tedy provést stejny dukaz a
dostaneme A\g X Ag = Ag coz je spor s volbou Ag.

Diisledek:
Bud &, A nekonecéné kardinély. Pak £ & A = k ® A = max {k, A\}.

2.3 Axiom potence
(Va)(Fz)(Va)(x Ca=x € 2)
Potenéni mnoZina mnoziny a : P(a) = {z|x C a}.

Véta 9 (Cantorova) (Vz)(xz < P(x))

Dikaz:
x < P(zx) — zobrazeni na potenéni mnozinu je zjevné prosté.

Ze nenf bijekce — diagonalizaci.
Bud g : z — P(x) libovolné. Ukdzeme, ze neni na. Polozme y = {t|t € z A t€P(x)}.

y je mnozina z axiomu vydéleni. y € P(x) avsak y&rng(g) (jednoduse spo-
rem), proto g neni na.
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Véta 10

(V{a, €))({a, €) je ordindl = (Ik)(k kardindl Ak > @))

Dukaz:
a < w, polozime k := w.

Je-lia>w: W:={R|RCaxaA (a,R) je dobfe usporddana }.
Polozme S :={ typ (o, R)|R € W}.

S je mnozina ordindlu. Pfedpoklddejme, ze [sup S| < |a|. Nemuze tam byt
i- sup S + 1 mé stejnou mohutnoust jako . Tedy sup S+ 1 € S spor.

Tudiz |sup S| > |a| = sup S > a polozme tedy k = sup S.
(-]

Je-li o ordindl, a™ je nejmensi kardindl vétsi nez . Kardinal « je ndslednik,
pokud existuje o, pro které je k = a*. V opaéném piipadé nazyvime s
limitnd kardinal.

3 Tridy a rekurze

Je-li ¢(x) formule jazyka teorie mnozin, pak {z|¢(z)}, pokud vzniklo za
pomoci axiomu vydéleni pro ¢ je mnozina.

Ale ne vzdy tento zépis vede k mnoziné (napf. {z|r = x}).

Neformalné: Je-li ¢ formule jazyka teorie mnozin, pak kazdy soubor tvaru
{z; p(x)} budeme nazyvat tiidou. Tiida, kterd neni mnozinou je vlastni
trida.

Formalné: Vlastni tiidy neexistuji. Ttidovy zapis budeme pouze povazovat
za vhodnou zkratku zakladniho jazyka teorie mnozin.

Méme napf. tyto t¥idy:

e (O, — trida vsech ordindlu
e V' — univerzalni tiida — vSechny mnoziny

e (), — tfida v8ech kardinilu

Tiidové termy lze z formuli vzdy eliminovat. Forméalné neni zadny rozdil
mezi formuli, rozdil je jen v neformalnim vyjadiovani.
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Véta 11 (Metavéta: Transfinitni indukce na t¥idé O,,) Je-liC C O,
C # 0, pak C md nejmensi prvek.

Drukaz:
Jako ve vété o orgindlech jen misto mnoziny fikat tiidu.

Lze pouzit pro tvorbu indukce — pokud by nékdy neplatilo, pak to, co neplati
ma nejmensi prvek a na ném se da utvofit spor.

Pouzit{: Dokazujeme vétu typu (Va)aje ordindl= ¢(a). Dokézeme () a
VB)((B < a=Y(B)) = Y(a)). Kdyby existovalo o € O,, takové, ze ~p(a),
pak si vezmeme mnozinu protiptiklada a ta ma nejmensi prvek a spor s tim
co jsme dokazali.

Véta 12 (O transfinitni rekurzi) Je-li F : V. — V, pak existuje jediné
G:0,—V, 2 (Va)(Gla) = F(G | a).

Lidsky: Ukazu na aplikaci uvedené nize. Méjme takovéto F': F' dostane funkci
f 2z néjakého ordindlu o do mnozin. Dostane-li F' jinou mnozinu vrati na-
prosto cokoliv tfeba identitu. Zpatky k zajimavému vstupu. F zna funkéni
hodnoty f ve vSech ordindlech 3 < «. Je-li a ndslednik, F' vrati f(a —1)T,
je-li @ limitn{ ordindl F vrati suprémum z f(3). Funkce F ted definuje
jakousi rekurzi. Véta tika, ze tato rekurze ma jediné feseni a to funkci G.

Drukaz:

Unicita: Necht Gi,G2 obé splituji tvrzeni véty. Pak transfinitni indukci
dokdzeme, ze (Va)G1 (o) = Ga(a). G1(0) = F(0) = G2(0). Mtzeme piedpoklédat,
ze (VB)B < a= G1(B) = G2(B), t.j. G1 | a = G2 [ a, tedy G1(a) = F(G1 |

a) = F(Gy | @) = Go(a) at uz je a nésledovnik ¢i limitni.

Existence: Pro kazdy ordindl § nadefinujeme funkci g5 : § — V takto
(Va)(a < § = gs(a) = F(gs | a)), ze takova fce existuje (je definovand
vsude, kde mé byt) dokdzeme snadno indukci. Nyni muzeme definovat G
takto G(a) = ga+1(@). G zjevné spliiuje pozadavek véty.

Aplikace: definece funkce aleph.

Pro ordindly « je formule N, (= wq) definovéno transfinitni rekurzi takto:
Ry = wp = w,Ngq1 = Wat1 = (Wa)T. Pro v € O, je limitni, X, = wy =
sup {wp|B <7}

Lemma 18 1. KazZdyj w, je kardindl. Vo € Oy
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2. Kazdy nekonecny kardindl je roven néjakému wy.

3. Pro a < B je wa < wp.

4. wq je limitni kardindl < (« je limitni ordindl Vo = ().

5. wq je kardindlni ndslednik < « je ordindlni ndslednik.
Dikaz:

1. Opét pouzijeme transfinitni indukci. wg je kardindl, dokazédno dévno.
Ptedpoklad: (VB)(f < « = wgje kardindl). Pokud a = f + 1 potom
wo = (wg)t a to je kardindl z definice, jinak je a. A podle jiné definice
kordindlu sta¢i dokazat, ze vSechny mensi ordidinali maji mensi mohutnost.
Zvlovne § < wq. Ze supréma v definici w, plati, ze (36 < a)d < wg <
w1 = (wg)T < wa. Tudiz |6] < |wg| < Jwps1| < Jwa| = 0] < |wql|. Tedy
wq je tedy kardindl.

2. Bud k nekoneéni kardindl, £ > w, jinak triv. Definujme M = {J3|Sje ordindl A wg < K}.
M # 0 jelikoz () € M. Polozme v = supM.

v €M, pak k < w, a k < wyq1. Jelikoz K je taky ordindl je kK = w41

y¢M, pak 7 je limitni ordindl. (w, = sup{ws|B <~} a kK > wg pro g <
v) = K > wy. Zaroven —(k > w,), protoze pak by v € M. Tedy w, = k.

3. a < fB = wa <Wat1 S wg = wo < Wg.
5.7<"a =41 tedy wy = (wg)" tedy wy je kardindln{ néslednik.

”="(3Bordindl)w, = BT. B dobie uspofddand = (Ix) kardindl, ze w, = K.
Podle 2. (3y)k = wy. Tedy wyt1 = (wy)T = KT =wy. Podle 3. vy +1=a a
tedy « je ordinalni naslednik.

4. Komplement 5.

4 Axiom vybéru

Necht @ je mnozina, (x|t € a) je soubor mnozin (vSechny funkéni hod-
noty funkce pro t). Kartézskym soucinem nazveme mnozinu [[,., z; =
{fIf je funkce ,dom(f) =a N (Vt)t € a = f(t) € x4}

Mnozina r je rozkladem mnoziny z, jestlize x = | Jr, 0r, (Vu,v)(u € rAv €
r=unNv=0Vu=no).

Princip vybéru:
Pro kazdy rozklad r mnoziny x existuje mnozina y C x, pro které plati
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(Vu € r)(3t € x)(y Nu = {t}). Tedy z kazdé mnoziny rozkladu lze vybrat
prvek a slozit z nich mnozinu.

Funkce f : x — (Jx definovand na mnoziné z, kterd spliuje (y € x Ay #
0) = f(y) € y, se nazyva selektor na mnoziné x.

Axiom vibéru:
Na kazdé neprazdné mnoziné existuje selektor.

Lemma:
Nasledujici tvrzeni jsou exvivalentni:

1. Axiom vybéru
2. Princip vybéru

3. Pro kazdou relaci s existuje funkce f takova, ze f C s A dom(f) =
dom(s).

4. Je-li x # 0 a pro viechna t € x je y; # 0, pak [[,c, v: # 0

Dukaz:
1. — 2.: Bud r rozklad mnoziny a. Podle 1. existuje selektor. Z toho se d4
odvodit vybérova mnozina rozkladu r.

2. — 3.: Mgjme relaci s a predpokladejme, Ze je neprazdnda. Polozme r =
{{{u,v) | (u,v) € s} |u € dom(s)}. Ziejmé plati, ze r je rozkladem mnoziny s.
Dle principu vybéru existuje vybérova mnozina. Kdykoliv je u v defini¢nim
oboru s, pak yN{(u,v) | (u,v) € s} v jediném bodeé, f je tedy funkce, f C s,
dom(s) = dom(f).

3. — 4.: M&jme kartézsky soucin. Necht x # () a nechf (Vt € x) je y # 0.
UAwlt € =}

TODO: Nechyb? tu index

Definujme relaci s C = x |J{y;t € x} predpisem s = {(t,v);t € z,v € y; }.
Podle 3. existuje f C s, f je funkce, dom(y) = dom(s) = x. Pro kazdé t € x
je (& f(1) € s, f(t) € yi, [ € [y vt

4. — 1.: Bud z # () mnozina. Déle piedpokladejme, Ze () # x (takové piipady
jsou nezajimavé). Kartézsky soucin [],., z je podle 4. neprazdny. Necht f

je prvek kartézského soucinu y € [],,. Podle definice kartézského soucinu
pro kazdé z € = je f(z) € z tedy f je selektor mnoziné x.

Bud (a, <) uspofddand mnozina, ¢ C a. MnoZina ¢ nazveme 7etézcem,
pokud je ¢ usporddané dle < usporddano linearné.

Necht (a, <) je usporddand mnozina, d C a. Pak prvek z € a se nazyva
horni mezi mnoziny d, jestlize (Vy € d)(y < x). Prvek x se nazyvd ma-
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ximdlnim prvkem mnoziny d, jestlize x € d a soucasné (Vy € d)(y #
x)-(y > x).

Lemma (Princip maximality (Zornovo lemma, Zornovo-Kuratovského lemma)):
Necht (a, <) je usporadand mnozina takova, ze kazdy retézec v a ma hornf
mez. Pak (Vz € a)(Im € a)(m je maximalni prvek mnoziny A < m. TODO:
Tohle wvypadd divné. Lze dokazat, ze je ekvivalentn{ s axiomem vybéru.

Princip dobrého uspoiddani (Zermelova véta):
Na kazdé mnoziné m existuje relace r, ze (m,r) je dobfe uspoirddana.

Véta:
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Axiom vybéru
2. Princip maximality

3. Princip dobrého uspotradéani

Dukaz:

1. — 3. Mam mnozinu m = (), polozime r = (). Nadale m # (), uvazujme
b :=P(m)\ {0}. Podle 1. musf existovat selektor na b, to znamen4, ze (Vz)(C
m, z # 0) pak f(z) = z. Budeme hledat prosté zobrazeni z néjakého ordinalu
«a na mnozinu m.

Transfinitni indukei. g(0) = f(m). Mé&jme 7 ordinal a zndme g [ v. m\ {g(3)|8 < v)}.
Pokud je tato mnozina prazdna, pak v je hledané a. Pokud je neprazdna,

pak definujme g(v) = f(m\ {g9(5)|8 < ~v}) (najdeme dalsi bod z mnoziny).
Protoze m je mnozina, musi existovat «, tedy indukce musi skongéit.

Disledek:
Pokud predpokladam axiom vybéru:

e Pro libovolnou mnozinu A, |A| existuje. (Axiom vybéru k4, ze ji lze
dobfe uspotradat, proto muze mit svoji mohutnost.)

e Je-li A nekoneénd, pak A~ A x A~ A x {0,1}.
e Kazdou nekone¢nou mmnozinu lze rozlozit na nekoneé¢né mnoho ne-
konec¢nych ¢asti.

e Pokud A, B jsou mnoziny a existuje surjektivni f : A — B, pak B < A.
Toto zobrazeni definuje rozklad mnoziny A.

Jsou li A, B mnoziny, budeme znacit 4B = {f|f je funkce A f: A — B}.

Pro kardinaly s, A mocnina x* = })‘/{}.
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Pozorovani:
Necht x > w, potom pro vSechna n € w,n # 0; k" = k.

Véta:
Bud &, \ kardinély, k > 2, A > w, & < \. Potom x* = \} = 22,

Dikaz:

M={f:fA=2C{f:f:A=r}="k

TODO: Hop Pro M C X definuji x(M) : A — 2 piedpisem x(M)(§) = 0
pokud &¢ZM, jinak 1. Z¥ejmé je x : P(M) —* 2.

Pozorovani:
Bud A, B, C mnoZiny, neprazdné.

C (BA) %CXB A

Jsou-li B, C' disjunktni, pak:
BAxC AP A

Dusledek:
K, A\, i kardindly, pak:

"
<l€/\> — /<;)‘®“

KA = N @ kM

Drukaz:
Je-li f &€ (BA), pro kazdé c € C je f(c) €8 A. Tedy f(c) je funkce, pro
(Vb e B)(f(c)(b) € A).

Je-li g €©*B A A g je funkene, kdykoliv (c,b) € C' x B A g(c,b) € A.
Polozime ;¢ (BA) —CxB A 4(y) = g. Toto zobrazeni je bijekce.

Druhé tvrzeni je ziejmé, pres definici.

Bud'te «, 8 ordindly, f : @ — 3. Rekneme, 7e f zobrazuje a do 8 kofindiné
(f je kofindlni zobrazent), jestlize (Vn € ()(3€ € a)(n < y(£)). Ziejme
pro a = § a f = id plati, takze mnozina takovych zobrazeni je neprazdna.
Je-li 8 ordindl, pak kofinalita 5 (cf(f)) je nejmensi ordinal « takovy, ze
existuje kofinalni zobrazeni f : o — .

cf(B) < B, B je ordindlni naslednik 5 = v+ 1 a zobrazeni 1 — 3, f(0) =
v.ef(B) =1.

Lemma (16):
Existuje kofindlni zobrazeni f : c¢f(3) — [, které je ostfe rostouci.

23



Dikaz:
Pokud  je ordinalni naslednik, pak je to nezajimavé.

Necht je tedy 8 limitni ordindl. Zvolme g : c¢f(3) — 3 libovolné kofindln{
zobrazeni. Definujme transfinitni indukei f(0) = g(0),& < ¢f(8) zndme f(n)
pro vechny 1 < &, f(§) = sup ({f(n), g(n)n <& U{g(&)}) + 1. f(§) < B.
Je-lin < & < cf(B), f(n) < f(§). f je tedy ostie rostouci. Kdykoliv ¢ <
B(FE) (€ < g(£)) protoze je kofindlni, ¢ < g(&) < f(£).

Lemma (17):
Bud'te o, 8 ordinaly, necht existuje kofinalni ostfe rostouci zobrazeni f :
a— B.

Potom cf(a) = cf(5).

Dukaz:
Podle piedpokladu existuje ostie rostouci kofinélni zobrazeni g : cf(a) — «a.
Zobrazeni fog : cf(a) — [ je ostie rostouci kofindlni zobrazeni z cf (o) — S,

tedy cf(8) < cf(a).

Existuje h : c¢f(8) — [ ostie rostouci kofindlni zobrazeni. Definujme zob-
razeni i : cf(8) — « nésledujicim zpusobem. i(§) budiz vzor zobrazeni
flmin{f(2); f(t) > g(&)}). @ je zobrazeni z cf () — «, je kofindlni, cf(a) <
cf(B), tedy se museji rovnat.

Dusledek:

(VB) (cf(cf(B)) = cf(B))

Lemma (18):
Pro kazdy limitni ordindl 3, c¢f(53) je kardinal.

Drukaz:

Sporem. Necht |cf(B)| < cf(B). Mame bijekci f : |cf(B)| — cf(B). Mé&jme
g : cf(B) — B kofindlni zobrazeni. go f : |cf(B)| — 5 je kofindln{ zobrazeni.
Spor s kofinalitou (mensi ordinél, ze kterého to jde).

Definice:
Kardindl « je reguldrni, je-li ¢f(k) = k. Pokud cf (k) < k, tikdme, Ze K je
singuldrni.

Lemma (19):
w je regularni kardindl.

Lemma (20):
Je-li kK > w kardindl, pak x* je reguldrni.
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Dikaz:

Sporem. Necht cf(kT) < kt. cf(kt) < k. Mdme f : c¢f(kT) — kT ostie
rostouci kofindln{ zobrazeni. f(£) je néjaky ordinal mensi nez £, | f(¢)| < &,
nebot f(£) < k™ — & <cf(k™).

= J fO.] U ro|<ker=x
£<cf(x™) E<cf(xT)

(Potiebuji axiom vybéru.)

Lemma (21):
Je-li o limitni ordinél, pak cf(wa) = c¢f(a). (Plyne z lemmatu 17)

Lemma (22 - Konigovo):
Predpokldddme axiom vybéru. Necht r, A jsou kardinély, k > w, A > cf (k).
Potom £* > k.

Dukaz:
Staci dokazat pro A = ¢f(k), nebof A < X = k* < V. Bud f: k = &,
staci dokazat, ze f nemuze byt na.

Protoze A = ¢f(k), muzeme vzit ostie rostouci kofinélni zobrazeni h : A — k.
Pro g € sug(f) ozna¢me g = g,, pokud g = f(a). Je-li £ < A\. Potom
h(§) < k. Uvazujme mnozinu {g,(&)|a < h(§)}.

F(§) = min (k\ {ga(§)|a < h(§)})

F je zobrazeni z X\ do k, F'¢sug(f).
Zvolme libovolné a < k, existuje £ € A tak, ze h(§) > a. Podle definice F:

F(&)Z {98818 < &)} = F(&) # 9a(§) N F # ga

Disledek:
Pfedpokldddme axiom vybéru. Je-li A > w kardinal, potom cf(2*) > A.

Dukaz:
Polozme k = 2*. k* = (22 = 2@* = 22 — & Kdyby platilo, ze cf(2}) < A,
pak cf(k) < A, podle lemmatu 22 pak je k* > k, coz je spor.

Hypotéza kontinua je tvrzeni 2% = wi. Zobecnénd hypotéza kontinua
je tvrzeni (Vor)2ve = wq41.

Ani tato tvrzeni, ani jejich negace nejsou ve sporu s teorii mnozin.

Lemma (23):
Ptredpoklddame axiom vybéru a zobecnénou hypotézu kontinu, x, A > 2
kardinaly, alespon jeden z nich nekone¢ny. Pak plati:
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1. Je-li k <\, pak B = AT
2. Je-li cf (k) <\ < K, pak v = k7.

3. Je-li A < ¢f(k), pak k* = &

Dukaz:

1.k<A\K>2rM=2"=)\T.

2. Je-li c¢f(k) < X < K, podle lemmatu 22 £ < &, tedy k" = 2% = gt >
K > kT,

3. A < cf(k),* k. Je-li f € k, pak f nenf kofindlni, tedy existuje a < &, f €*
a.

k< KN = ‘Al-{‘ < k@MY max (A, a}| < ke2maMet = g|max {\, o}t < &

Definice:
Pfedpokldddm axiom vybéru. Bud I # () indexovd mnozina. Prokazdé i € T
bud k; kardindlni ¢islo. Definujme:

ZFJZ' = Umx{z’}

i€l i€l
s - [
i€l 1€l

Konigova nerovnost:
Piedpokldaddm axiom vybéru. Je-li I # 0 a pro kazdé i € I jsou kj, \;
kardinalni ¢isla a k; < s, pak > cp ki < [Lics Ai-

Hausdorfova formule:
Predpokldddm axiom vybéru. Jsou li x, A nekone¢né kardindly, pak (n+))‘ =
Kt ® kM
Dukaz:
kT ® K < (/@Jr)/\ & (/ﬁ))‘ = (K:+))\

K dukazu opacné nerovnosti: Dva piipady.

e A>T, Potom (k7)) < M = 2" = k* < (kF) ®@ K.
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e \ < kT. Vime, Ze ™ je regularni kardindl, f : X — s, pak existuje
a < kT f A= a (f nenf kofindlni).

A
‘AK—&-‘: U al < k@ K

aEr?

5 Nekone¢na kombinatorika

Vsude predpokldddme axiom vybéru (i kdyz to nebude explicitné uvedeno).
Méjme soubor mnozin A = (A;;i € I).
Cdsteény selektor je funkce definovani na nékterych i a vybird si vady

nékterou hodnotu z prislusného A; (f,dom(f) C I, f(i) € 4;).

Bud S mnozina ¢éstecénych selektort souboru A. Rikdme, ze S pokryjvd
koneéné podmnoZiny mnoZiny I, jestlize pro kazdou koneénou u C I
existuje f € S, ze u C dom(f).

Zobrazeni g se nazyva filtrovanym prodlouZenim mnoziny ¢astecnych
selektoru S, je-li dom(g) = I a pro (Yu C I,u konecnd )(If € S)f [u=g |
U.

Princip kompaktnosti:

Je-li A = (A;]i € I) soubor koneénych mnozin, pak kazdy systém ¢dstecnych
selektoru, ktery pokryva konetné podmnoziny mnoziny I, m4 filtrované pro-
dlouzeni.

Dukaz:
Megjme S soubor ¢astecnych selektort, ktery pokryva vsechny koneéné podmnoziny
mnoziny 1.

Bez 1jmy na obecnosti muzeme piedpoklddat, ze pro kazdy ¢astecény selektor
f €S je dom(f) koneénd mnozina.

Z ={g|dom(g) C I Ni € dom(g) = g(i) € Ai AN (Vu C dom(g)); (u kone¢na))
{feS|flu=g]u} pokryva koneéné podmnoziny mnoziny I}

A poté vezmeme (Z, C).

Bud L C Z tetézec v (Z,C),g = |J L. g je funkce — kdykoliv i € dom(g), pak
dg € L,i € dom(g),g(i) = g(i). Na volbé g nezalezi, protoze L je linedrné
uspotrddané, tak g C ¢’ V ¢’ C g, proto jsou v ¢ stejné.

Ziejmé pro g € L je g horni mezi L.

27



Zbyvé ovéiit, ze g € Z. Bud w konetna, u C dom(g). Pro kazdé i € u
existuje g; € L, ze i € dom(g;). Kdyz i # j,i,j € u, pak ¢; C g; V g; C gi,
tedy v jednom z nich jsou oba.

Lze rozsitit na dalsi pocty indexu.

Existuje g € L, ze u C dom(g). Madme g € Z, tedy {f € S;f[u=g¢ [ u}
pokryva vSechny konecné podmnoziny I, g [ u = g | u, dostavame g € Z.

Podle principu maximality Z obsahuje maximalni prvek h. Kdykoliv u C
dom(h), ukonecnd {f € S|f | w = h | u} pokryva vechny koneéné podmnoziny
mnoziny I, tedy je neprazdnd, tedy (3f € S)(f [ w = h | u). Zbyva ovérit,
ze dom(h) = I.

dom(h) = I. Sporem. Bud ig € I takové, ze ingdom(h). A;, je kone¢na, tedy
A;, = {ap,a1,aq9,...,a;}. Protoze h je maximdlni prvek mnoziny Z, h nelze
prodlouzit na IU{ip}. Tedy pro kazdou funkeci h; = hU{(io, a;)} mame h;¢Z.
(V) (u; konecnd )(u; € dom(h;), pro kterou plati, ze { f € S|f [ u; = h; [ u;}
nepokryva koneéné podmnoziny I. Tedy pro kazdé j existuje koneénd mnozina
v; C I, kterd spliuje: Kdykoliv f € S takova, f [ u; = g | u;, pak
v;Zdom(f).

Protoze h € Z, h;¢&Z, musi platit, ze iy € u,.

k k
w = U uj U U vj\ {io} € dom(h)
=0

§j=0
Tato stale pokryva vSechny konetné podmnoziny mnoziny I.
{fe€S|f|w=h|w} pokryva vSechny koneéné podmnoziny I. Tedy tato

mnozina také obsahuje f, pro kterou dom(f) = w U {ip}, tedy mame Jy €
S;wU{ig} Cdom(f),fw=nh!w,f(ip) = a; pro vhodné j, coz je spor.

Lemma (O tfech mnozinéch):

Necht f: M — M je takové, Ze pro viechna x € M je f(x) # x. Pak M =
MoUMUMy, M;NM; = () proi # j, pro viechny ¢ € {0,1,2}; f [M;]NM; =
0.

Dukaz:
Vezmeme g : M — {0,1,2}. Bud S soubor ¢astecnych selektort, které
spliiuji, ze pro kazdé Vz € dom(g); g(f(x)) # g(z).

Pokud S pokryva konetné podmnoziny mnoziny M, aplikujeme princip kom-
paktnosti, mame filtrované prodlouzeni h. Pouziji tyto selektory.

Bud u C M konecné, potfebujeme najit g € S, ze u C dom(g). Indukei podle
|ul. Kdyz je |u| < 2 je zfejmé. Necht existuje g € S pro u C M, |u| = n.
Méjme u € S, |u| = u + 1.

Dvé moznosti: f [u] # u. V tom piipadé existuje a € u\ f [u]. Z indukéniho
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predpokladu mame g € S, ze dom(g) = v\ {a}. Zndme ¢(f(a)) € {0,1,2}.
Zvolme j € {0,1,2} \g(f(a)) a polozme ¢’ U{(a,5)},q" € S.

Protoze u je konetnd, pak f musi byt prosté. Zvolme a € u libovolné, z
indukéniho predpokladu méme g € S,dom(g) = u\{a}. Jeden bod z se
zobrazuje na a a a se zobrazuje na jeden bod y.

Definujme ¢’ : u — {0, 1, 2} prepisem g = gU{a, j} proj € {0,1,2} \ {g(z), g(y)}.

Lemma (O disjunktnim zjemnéni):
Bud k nekoneény kardindl, budte (A,,a € k) mnoziny, pro kazdé o €
k; |Aa| = k. Pak existuje soubor {B,;a € K} tak, ze:

1. Va € k)|Byl =k
2. a#ﬁiBaﬂBgzw
3. (Va€r)B, C A,

Dikaz:

Transfinitni indukei do k. Zvolme bod z(0,0) € Ap. Indukéni krok: méjme
v < Kk a predpoklddejme, ze pro kazdé o < < k zndme body z(«, ),
piicemz plati, ze (v, B) € Aa, (o, B) # (/. B') = x(a, B) # x(c, ).
#(0,) =7, TODO: Coto? Ay, |Ag| = s, |{x(a, Bla < B <1} < Il - ]o] < .
Zvolme z(0,v) € A\ {z(a, fla < B < ~}.

Déle z(a, 8) € Au\ ({z(d/, )|/ < B <~y}U{a(d,y)|d € a}). Bud B, =
{z(z,B)la < B <k}

Lemma (O A-systému):

Systém mnozin A se nazyva A-systém, jestlize 4 mnozina K takova, ze
VAg, A1 € A, Ag # A1 = AgN A1 = K. K se nazyvé jddro A-systému A.
Necht A je nespocetny systém koneénych mnozin, |A| je reguldrni kardin4l.
Pak existuje A-systém B C A, |B| = |A|.

Pozndmka:
Kdyby spocetna: tak A, = n, to nejde.

Dikaz:
Indukei podle n. n = 1 = Ac sestava jen ze samych jednobodovych mnozin,
nemusim nic vybirat.

Indukéni krok. Prokazdé A € Azvol z(A) € A. Necht A’ = {A € z(A)|A € A}.
Podle indukéniho predpokladu existuje B/ C A, |B'| = |A'| a B je A-systém
s jddrem K.

Dvé mozZnosti:
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e Jy tak, ze |[{A € Alz(4) =y A A\ {z(A4)} € B'}| = | A|. Polozme K’ =
K u{y}.

o (Vy)([{A|A e ANA\{z(A)} € B’ Nz(A) = y}| < |A|) Existuje mnozina
fyala < | A} tak, e {A € A: A\ {a(A)} € B A2(A) =y}, | Aa] <
|A]. Pro kazdé a zvolime jednu mnozinu A, € A,, tedy {4, : o < |A|} =
B je A-systém s jadrem K.

6 Stacionarni mnoziny

Bud § limitni ordinil. Rikdme, ze A C § je neomezend, jestlize (Va <
§)(38 € A)(a < B). Rikdme, ze mnozina A C § je uzaviend &, jestlize pro
kazdé a < §, a limitn{ plati sup (A N «a) = a € A. Rikdme, Ze mnozina A C &
je uzaviend, neomezend, jestlize je souCasné uzaviena a neomezena.

Lemma:

Necht § je limitni ordindl, ¢f(8) > w. Je-li 7 < ¢f () a {C¢|¢ < T} soubor
uzavienych neomezenych mnozin v 6, pak C' := ({C¢|¢ < 7} je uzaviena
neomezena v 4.

Dukaz:

Méjme « limitni, o < §, necht a = sup(CNa). Je-li & < 7 libovolné,
C C C¢, tedy CNa € CeNa. Ce uzaviena, tedy o € Ce. o € ﬂgeT Ce=C.
Bud « < ¢ libovolné. Kazdd mnozina C¢ je neomezené, tedy existuje ag,
ze a < . ’{ag]£<7}‘ < 7 < ¢f(9). Tedy, mnozina {ag\§<7} nenf
kofindlni v 4, existuje a1 < 6; ag < .

Dél indukef najdeme off € Ce, o < a < an1. ¢f(0) > w, tedy sup {ay[n € w} =
v < 4. Kdykoliv je £ € 7, kdykoliv 8 < v(In)(8 < an < af € C). Tedy

v = sup (C¢ N7y). C¢ je uzaviend, tedy v € C¢ pro vsechna , proto jeiv C,

~v > «, mnozina C' je neomezend v 9.

Bud § kardinal, cf(0) > w, S C . Rekneme, Ze ze mnozina S je staciondrni
v ¢, jestlize pro kazdou C C §, C uzaviend neomezena v § plati, ze SNC # ().

Bud k kardindl, (4,|a < k) soubor podmnozin kardindlu k. Mnozina AA,, =
{7 < k|(Va < ¥)(v € Aa)}. Tato mnozina se nazyvé diagondlnim prinikem
tohoto souboru.

Lemma:

AAa:ﬂ{AaU(oz—f—l):aGﬁ}
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Dikaz:
Bud v € AA,. Kdykoliv a < v, pak v € A, C Aq U (a+1). Je-li a > 7,
pak y€a+1C A U (a+1), tedy v €[ \yep Aa U (a+1).

Bud v € Nyer Aa U (@4 1). Je-li o < 7, pak v € Aq U (a4 1), protoze
v > a,v¢a+ 1 méme v € A, v € AA,.

Lemma:
Necht x > w regulani kardindl, (Cy|a € k) soubor mnozin uzavienych neo-
mezenych v k. Pak AC, je uzaviend neomezend v k.

Ramseova:
Pro kazdé prirozené n,k, w — (w)}. Tedy, kdykoliv f : [w]" — Fk, pak
existuje néjakd H C w, |H| = w, tak, ze f | [H]" je konstantni.

Dikaz:
Indukei dle n. n = 1, tedy f : [w]' — k, trivialni.

Véta:
n

Pro kazdé prirozené r,n, k existuje pfirozené N, ze N — (r)}.

7 Axiom regularity /fundovanosti

(Va)(a # 0= (Fz)(x €aNhanz=0))

Pro kazdy ordinal « definujme mnozinu V,, transfinitni rekurzi takto: Vo = 0,
Voat1 =P Vo), Vo = U{Vs; B < a} pro limitni a.

Lemma:
Pro kazdy ordindl plati:

e V1, je transitivni mnozina.

o Je-li B < a, pak Vg C V.

Vb je tranzitivni, déle transfinitni indukei.

Véta:
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

e Axiom fundovanosti

o V=U{Vala € On}

Dukaz:

Zleva doprava ziejmé plati, Ze universum to obsahuje. Sporem. Nechf x
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je mnozina a neni v |J{V,}. Pro tuto mnozinu = nemuze platit implikace

r#0— (Vyex)eJ{Va}
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